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XIX-3. 
1. IL PROBLEMA DELLA RESTRIZIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER 


Il tema di questa nota è la trasformata di Fourier in R". Più pre- 
cisamente, alcune idee su di essa. incentrate che si sono andate sviluppando 
all'incirca negli ultimi quindici anni. Le direzioni prese da tali sviluppi so 
no molteplici e, apparentemente, distinte. Uno studio attento rivela, tutta- 
via, connessioni profonde e una grande unità. La mia attenzione si fermerà 
su un particolare problema concernente la trasformata di Fourier: quello del- 
la sua restrizione a una varietà (n-1)-dimensionale. L'intento è quello di 
illustrare la genesi del problema, i suoi legami con altri problemi di analisi 
armonica, dare un resoconto di ciò che fino ad oggi è stato fatto e. indicare 
qualche problema aperto. In un secondo tempo discuterò alcune notevoli appli- 
cazioni a problemi riguardanti equazioni alle derivate parziali. 


La definizione di trasformata di Fourier che adotterò nel seguito è 


(1) FS ec) de, perla”). 
pl 


Con tale definizione il Teorema di Planchere]l si scrive 


(1.2) {i =1fl, > fer?(r"). 


Un'immediata conseguenza di (1.1) è.che se t è una rotazione di R" 


su se stesso, allora 
(1.3) (fot) = for, 


Se ora f © 1=f per ogni rotazione t, cioè f è radiale, allora per (1.3) 
f = fort per ogni 1, e quindi anche Îf è radiale. 
Il mio punto di partenza è una bellissima formula che è conseguenza 


UR Da _ x , n LIRA 
della proprietà di simmetria sopra evidenziata. Se x,g£ER scriviamo x = rw, 
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E = sw', dove r = |x|, s=|E], è = ai è w' = IDE Sia f una funzione radia- 
le. Allora f(E) = f(s) e si ha 
z too A È 
(1.4) Î(x) = j SR ge f ( e erirs<u,e >du')f(s)s" lis. 
R" O) gh=l 


1 


Per calcolare l'integrale su gli poniamo per 0<6<t Lo” {w'E alli = coso}. 


Se do è îa misura indotta da dw' su Li si ha 


" ' T 5 ' 
(1.5) J e Orirs<wsw > du 1 ( f p2rirstozo > do)do 


gno! (o) L, 


TT T 
-2rir C) -2rir so ._n-2 
= J gr ee IL} de -f Pina (on sin e)de, 
(o) 


dove per ogni nEN 0,_1 " isti. La (1.5) dà 
1 n-3 
(1.6) I) e Orirs<us® du = 0,9 Î eli YSU(1-É) 2 sù 
sn -1 


Ora ricordiamo la seguente rappresentazione integrale della funzione di Bessel 
Jk quando ReK > - 7 (cfr. [L], p. 114) 


Confrontando (1.6) e (1.7) otteniamo 
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n-2 
-2ri rs<w,w' > n n-1, ,l 
(1.8) / ; e dw' = dg =g(nrs) r( 7 ) MIIp_g(20r5) 
o” 2 
Tenuto conto che 
ù i 
2 2 
n-2 pr ni, * Pa) = n 
2 
si trae da (1.8) 
(1.9) J g7fal Pasi * de = in * so Le (2nrs) 
hi ® 


Se sostituiamo (1.9) nella (1.4) otteniamo infine la seguente formula di Fou- 


rier-Besse]l. 


Proposizione 1.1. Sia setl(r") e f radiale. Allora 


miI3 


(1.10) #4) = #1) = (ere 2 f_r08) I, _g(20r5) s° ds. 
D noe 
2 
La Propositione 1.1 è un caso particolare di un risultato generale 
di Bochner ed Hecke (cfr. [S] e [SW]). Ora il Teorema di Hausdorff-Young dice 


che se feLP(R"), con 1sps2, allora felP'(R") e risulta 
fl. < |Ffl, 
| I: «IF 


dove p' = "i » p' = +e se p=l. Cosicché f è definita solo quasi ovunque e la 


na Pa <- dla SIA) 
restrizione di f a un insieme di misura nulla in R non ha senso. Se ora sup- 


poniamo che f sia radiale, allora f è una funzione radiale che è definita so- 
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lo per quasi ogni r>0. Tuttavia vale la seguente notevole 


Proposizione 1.2. (L. Schwartz, non pubblicata). Se lsp< a, 


hr 


) i + 2n ; 
è continua su R_. Se nel SPS? allora esistono 


feLP(R") e f è radiale, allora “n 


I 


funzioni in LP(R") per cui #(1) = +. 


Prova. In base alla (1.10) abbiamo 


_he2 +0 - 
(1.12). f(r)=2mr È J f(s) J, g(21rs) Cds. 


hi ca 


Ora per ipotesi 


n-1 pi 


+0 


1 
ctf irPeompPanP ce 


f 
1, 


(©) 


e quindi dalla disuguaglianza di Hò1der 


3 1 
(1.13) SO f(5) ln , (20rs)s Paste SO |e(s)]P s""las)P - 


= dba + 
p'.2 PP p 
cf lan (2918)? s ds) 
ci 
1 n n 1 1 
Lr G-t+bp I 
dp p'.2 PP ggyP 
o Pt fo 19n-g (2919)1P 5) 
(0) 
2 
Hi 
i (ni - Dal) gie pi Rete a 
= 0,P, (201) Ptr f log (00 è di) 
} nz 
2 


Ora ricordiamo che (cfr. [L], p. 134) 
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ne2 
At È » t0 
(1.14) (9-20) ls \ 
2 pi 
E - , tto 
La (1.14) implica che 
' (i bai 1 ta p' 
(Las Pte PP evo, 


per è sufficientemente piccolo, come sola conseguenza del fatto che pdl. 


Sempre per (1.14) abbiamo 


(3 - 


ql 
line 
tc) 
n 
mila 
' 
Mio 
' 


p' - 
(1.16) lIn_20)| t = 0(t 
2 


e quindi tale funzione è integrabile a + © se 


ii daloel_ 
app 
ovvero 
2n 
BE ntl 


Sotto tale ipotesi, perciò, l'integrando in (1.12) è sommabile e un 
facile argomento dimostra che l'integrale definisce una funzione continua di r 


su R'. Per la seconda affermazione della Proposizione 1.2 si veda [V]. 


La Proposizione 1.2 è un'osservazione dovuta a L. Schwartz che può 


farsi risalire al 1945 circa. Il suo interesse consiste nel fatto che se 
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2 î ; 5 
ii la trasformata di Fourier di una funzione radiale di LP(R") è una fun 


1sp< 

zione definita per ogni r>0. Ha perciò senso considerare ad esempio f(1). Que- 

sto non è altro che ue, la restrizione di f alla sfera unitaria in R'. 
Osserviamo esplicitamente che la dimostrazione della Proposizione 


1.2 dà per una certa costante bi p dipendente da n e p 


an 


(1.17) |f(1)| < C Ifl, » se lsp< = 


np 


Queste considerazioni portano a porsi il seguente 


Problema 1. Esistono degli indici p=1 tali che, se fe Pr"), abbia 
senso considerare la restrizione di Î a una varietà (n-1)- dimensionale di R", 


in particolare leda 


Prima di esaminare questo problema vorrei soffermarmi brevemente sul- 
la (1.11), la disuguaglianza di Hausdorff-Young. La costante 1 che in essa ap- 
pare è conseguenza dell'ovvia stima IfI, S Ifl> del Teorema di Planchere] (1.2), 
e della convessità logaritmica delle norme ne] Teorema di interpolazione di 
Riesz-Thorin. Ora se consideriamo la funzione 91-15 questa gode della notevo- 


le proprietà che 


sei cat* 
(1.18) (e) =e 
D'altra parte e” le] (a LP(R") per ogni p>0O e risulta 
n 
2 —— 
(1.19) det |, = p?P 
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i 


; 
per ogni pz1. E' chiaro che se p=1 o p=2, allora (pP/p'P ) = 1. Ma se 1<p<2, 


mis 


allora 2<p'<+® e quindi (pl/Pyp1!/P UZAPIEO 
Ciò conduce a un altro problema riguardante la trasformata di Fou- 


. SR 
fier in R.. 


Problema 2. Qual'è la costante ottimale nella disuguaglianza di Haus- 
dorff-Young? 

La risposta a questo problema è stata data da W. Beckner in [B]. 
In esso si dimostra che la norma della trasformata di Fourier viene assunta 


2 
sulla funzione emi s 0 qualunque dilatazione di essa, e quindi la costante 


1 ln 
ottimale in (1.11) è proprio il numero (pP/p'P) è che compare in (1.20). 

Ma torniamo al Problema 1. La formulazione sopra data presenta su- 
bito almeno un lato debole. E' chiaro che qualunque varietà (n-1)-dimensionale 
non può andar bene. Le varietà lineari sono escluse. In RE sia infatti 
f(x.y) = f(x), x la funzione caratteristica della striscia Rx(0,1), e suppo- 
niamo che f € LP(R), p>l, ma fé LR). Poniamo g(x,y) = f(x)x(x,y). ATlora 


geLP(r5) e risulta |gl a È If] , mentre 
LP(R LP(R) 


È -2rix 2 
9(x,0) = i e E F(E)dE = #(x). 
R 
La formula (1.9) trovata in precedenza dischiude il ruolo giocato dalla cur- 
vatura in un problema come quello della restrizione. Riformuliamo il Problema 


1 analiticamente relativamente alla sfera ghst, 


Problema 1l'. Esistono coppie (p,q) tali che se felP(R") si abbia 
una stima a priori del tipo 


(1.21) Ifl SAI n , fecs(R"), 
LP(R") 


Ls) 
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essendo A indipendente da f? 

La risposta a tale problema dipende in maniera determinante dal fat 
to che gp ha curvatura. Questo è un principio generale in analisi armonica 
su cui torneremo più avanti. 

Intanto osserviamo che p in (1.21) deve essere compreso fra 1 e 2. 
Infatti, se p>2 la trasformata di Fourier di una f€E LP(R") (nel senso delle 
distribuzioni) può non essere una funzione. Il ruolo della curvatura nel Pro- 
blema 1' è evidenziato dal seguente argomento, dovuto a A. Knapp, che indi- 
vidua tutte le coppie (p,q), con lsps2 per cui può sussistere (1.21), cfr. 
[S]p. Consideriamo in R": due punti sull'asse x di coordinate p,7(1,0,...,0) 
e P_(1-e,0,...,0). Mandiamo due piani perpendicolari a x] e passanti per P, e 
P, rispettivamente. Dopodicché costruiamo un rettangoloide R come nella figu- 


2 
ra bidimensionale qui sotto 


Sia ora XR la funzione caratteristica di R e poniamo XR = f. Sosti- 
tuendo f nella (1.21) otteniamo 
1 n-1 


(1.22) RI ni = Rost[l a 204 
Vi 


+ 
quando s + 0 . D'altra parte 
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R" 
2rix, (1 - E) sin(mex,) n sin (2r Vae-et x.) 
- eltix (1-3 I 1 j 
uil j=2 m j 


Quindi se p>1 (il caso p=1 è banale) 


sin(mex,) p È LÌ sin(2r Voce? x.) p i 
(1.23) dl, (Jr LPax) SI 
LP(R") ( ni 17 j32 CR 3 Î 
nel 
2 sd » Quando e + 0* 


Dal confronto fra (1.22) e (1.23) si trae che (1.21) può sussistere con A indi- 
pendente da f solo se 


e quindi solo se 


(1.24) qs pre 


Tuttavia non tutti i pe[1,2] vanno bene. Infatti se T:1P(r")+1%s0-1) è 


l'operatore di restrizione Tf = f » allora il suo aggiunto T*g = A, qui 
|yn-1 


n-l 


dw = misura su ghi. manda LÎ (S°) inP (R") e si ha 
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/N 
(1.25) {gdw] p' 
L 


Se prendiamo g = 1 (1.25) da 
A 
(1.26) Idol i n 5° 
LP (R") 


Ora 


(1.27) 0) = dw 


rt) - di e eri au? duo 
gnel 
Se poniamo x = rw', con r = |x|l e '= GE la (1.9) dà 
n-2 
A si 
(1:28) du(x) = (27) Jxl È 9,9 (2rlx1). 


4 


Usando (1.14) è immediato riconoscere che 


Ecco riapparire l'esponente misterioso della Proposizione 152» In 


conclusione abbiamo dimostrato la seguente 


Proposizione 1.3. Sia 1sp< di, Allora se vale 
- o. N 
(1.30) If <A |fl , fEC(R), 
Ls" 1) LP(R") (o) 
dev'essere 
(1.31) qst p' 
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Se invece Eh sps2, allora ii Problema 1' della restrizione non ha soluzione, nel 
n 


senso che ia (1.30) non sussiste per alcun q. 


Un problema forse più semplice del Problema 1' è quello in cui si 


prende q = 2 nella (1.30). Allora la (1.31) dà come esponenti critico 


(1.32) pe E(ntl) 


n+3 


Si osservi che per n=2 


n+3 n+1 


I] problema della restrizione della trasformata di Fourier a Sig era stato 
aperto per lungo tempo. L'unico risultato parziale esistente era dovuto a Stein 


(non pubblicato). 


Teorema 1.1. Sia lsp<« Fia Allora esiste una costante ©>0, dipen- 


dente solo da n, tale che 


(1.33) I, n-1, # CI,» fetP(r”). 
L“(s LP(R") 
È S 4n 4 2(n+1) Sy 4in_, 
Si noti che quando n++ 3nt1 © 3» mentre ma + 2. Qui l'esponente anti È 


lungi dall'essere quello ottimale dato da (1.32). 


Lo studio del Problema 1' sarebbe forse andato più a rilento se 
nel 1970 C. Fefferman in [F]} non avesse dimostrato che la soluzione del pro- 
blema della restrizione può essere usata per attaccare un problema di molti- 
Plicatori della trasformata di Fourier connesso con la sommabilità delle serie 
multiple di Fourier. Per illustrare tale connessione apriamo una parentesi. 


x n 1 La ; A : . ; 
Sia T = Sx...xS il toro n-dimensionale e consideriamo una funzione 
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fe LoL La serie multipla di Fourier di f è (cfr. [SW]) 


to z 
(1.34) fi x. a el lk91t-+-*kn8n) 
x La 


essendo a K i coefficienti di Fourier di f. 
10%n 


Per R>0 si definisce 


0138) Slo La Rie ville NT 
; s 
|s 


[k Ri 1 n 
dove abbiamo posto Lkjî 7 i + È È ua # È È 


Si pone il seguente 


Problema 3. Per quali p>l1 è vero che 


(1.36) IÎ,-fl — 0 
A De mero 


i Se n=1 la risposta al Problema 3 è affermativa per ogni p>1l grazie 
al Teorema di M. Riesz [2]; Tuttavia, per n22 la situazione è drasticamente 


differente. Infatti, equivalente al Problema 3 è il seguente (cfr. [$],). 


Problema 4. Sla x la funzione caratteristica di B(0,1)={x€ R"| |x|<1} 


e sia T l'operatore definito da 


AN > 
(1537) Tf = yxf. 


Per quali p>1 T è un operatore limitato su LP(R")? 


XIX-15. 


Da (1.37) si trae Tf =" x}ef, Ora se usiamo la formula (1.10) 


della Proposizione 1.1 si ottiene 


n-2 
v Si "2 fl 
x(x)=F (x)(x)=(27m)|x| fo (27|]x|s)sf ds 
(o) -1 


mn 
m]3 


Ora se d, è la funzione di Bessel d'ordine v con Rev>-1 vale la 
la [GR] i 


1 
vtl,. _ 1 
(1.39) J J(as)s ds = a I 4 (8). 


seguente formu- 


Se perciò scegliamo a = 2r|]x| e v = E otteniamo da (1.39) 


n 
X00) = Ixl È 0,4 (2r0x]). 


2 


Ora usiamo la seguente informazione (cfr. [L], p. 134) 


fa ; TV T 
(1.41) J,(t) VE cos(t - 20% ), trto 
Da (1.41) si ricava dopo un po' di conti 


Xx) = [x] sin (2r]x|) , [x|+to 
(1.42) 1 


0(]x1È) , [x] + 0*. 


x 
n 

x 
— 

“ 


La (1.42) dimostra che K = % è ben lungi dall'essere in tr"). Ora applichiamo 


T alla funzione caratteristica ti della palla B(0, sal Allora dalla (1.42) 


XIX- 16. 


(1.43) Th) = Kaf (x) = |x| per |x|>to 


Ciò dimostra che 


P(pl? 2a 
Tit L'(R) se pes cri 


(Ritorna il numero magico della Proposizione 1.2!). E quindi: 
(1.44). T non è limitato su LP(R") se ps si 
Per dualità si dimostra allora che 
(1.45) T non è limitato su LP(R") se pe ciù 
Si noti che Ad = 3 y: 


In virtù di tali considerazioni il Problema 4 si può così riformu- 


lare: 
Problema 4'. Esistono dei p, con 
2n 2n 

(1.46) =" <p< n 


tali che T sia limitato su LP(R")? 
E' ovvio che siccome vel) T è limitato su L°(R"). Un celebre 


risultato di C. Fefferman dà una risposta sconcertante al Problema 4'. 


Teorema 1.2. (cfr. [F],). Sia n>1. Allora T è limitato solo su 


Il lavoro di Fefferman (Fl, apparso su Annals of Mathematics del 
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1971 era stato preceduto di quasi due anni dal sopra citato lavoro [F]j» del 
lo stesso autore, apparso su Acta Mathematica del 1970 (ma entrato in reda- 
zione in giugno del 1969). In quest'ultimo si congettura che il Problema 4' 
abbia soluzione per tutti i p indicati nella (1.46). Per attaccare tale pro 
blema l'autore introduce una famiglia a un parametro di operatori, To allo 


scopo di studiare le proprietà di continuità su P(r"). L è così definito 


(1.47) T,f(2) = (sinleLy #1) 


E' chiaro che 1' Saga L è legato all'operatore T introdotto in (1.37). 

Se infatti X = ni, allora Îì nucleo di Tnt1 ha lo stesso comportamento all'o 
2 

del nucleo di T, si veda la prima delle (1.42). In [F]; Fefferman congettura 


che il risultato ottimale relativo all'operatore Ti sia: 
"Sia 1<ps2 , X > i . Allora esiste una costante A = A, p?0 tale che 


Ifl. , fetP(R"). 


1.47 T,fi_sA 
(1.47) MISA, I, 


Ciò che in realtà si dimostra in [F]; è il seguente 


n 
Teorema 1.3. (cfr. [F],). Sia 1<p<k = Sa . Se p> NE allora È 


è un operatore limitato su LP(r"), cioè vale (1.47). 


Si noti che i < 2. Anche si osservi che se X = 1. e se 
n_zn 4n_, 2n uni 
p> “det L allora non può essere 1<P< 3nti = s essendo nf “ ml Quindi il 


Teorema 1.3 non dà alcuna informazione sull'operetore Tr+1: Questo fatto è 
2 
strettamente connesso al risultato negativo del Teorema 1.2. 
Ma torniamo al problema della restrizione della trasformata di Fou- 


rier. Non abbiamo ancora detto in che modo esso sia legato al Problema 4. Eb- 
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bene in [F]] Fefferman ha dimostrato una cosa notevole. Precisamente, che: 


2n 


p. i 
er ogni p, 1<p< nt? 


per cui l'operatore di restrizione f+f ME: 
she 


è continuo da iP(R°) a List), l'operatore To con X\ > Lo è continuo su . 
P(R"). 

Si noti l'analogia degli esponenti soglia nei Teoremi 1.1 (questo 
ultimo era già disponibile a Fefferman in [F]}) e 1.3. Il fatto che la dimostra 
zione del Teorema 1.3 si basasse sul Teorema 1.1 riaccese la curiosità sul pro 
blema della restrizione. Già in [F]} viene dimostrato un lemma che in dimensio- 


ne due migliora il risultato contenuto nel Teorema 1.1 (si noti che se 


4n 


sg 8 en _4 a 5 ; 
n=2 mal g mentre er] 3)» ed è quasi ottimale. Fu Zygmund, nel 1974, 


a dimostrare il risultato ottimale di restrizione in 2. 


Teorema 1.4. (cfr. [Z],). Sia 1sp< i, Allora se q = 1 p' esiste 


una costante Ai tale che 


1 1 
(1.44) (S 18(0) [949 s AC fifcoPanP , felP(rt). 
Ss! p d. 


4 


Osserviamo esplicitamente che se p = 3? allora p' = 4 e quindi lo 
esponente q in (1.44) è maggiore di 3 . Il fatto che per n = 2 l'esponente cri 
tico sia 2 e il suo duale 4, e l'uso della variabile complessa, giocano un 


3 
ruolo chiave nella dimostrazione del Teorema 1.4 dato in [Z},. 


Nel 1975 P. Tomas ha fornito l'idea conclusiva per risolvere il 
Problema 1' quando q = 2 in (1.21). La sua dimostrazione, ingegnosa ma elemen 


tare,copre l'intervallo 1sp< centi) (si ricordi (1.32)). Stein, subito dopo, 


2(n+1) 


usando una famiglia analitica di operatori, ha ottenuto anche il caso p= n+3 


Ecco il risultato (cfr. (T]j» (T]p) 


+ i 
Teorema 1.5 (di Tomas-Stein). Sia lsps Ant). Allora esiste 
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A=A >» 0 tale che 
p.n 


(1.45) {fl sAIFI , felP(p"). 
L° LP(R" 


-1 
(s"7°) (R") 
La (1.45) non vale se p > snai È 


A . n-i : ; n 
Prova. Sia dw la misura su S e pensiamola come una misura su R 


concentrata su sul, Definiamo un operatore R tramite la formula 
3 nia 
(1.46) Rf = f dw , cioè Rf = dwx f. 


Allora per (1.46) 


af | [0 1°do = f (x) Î0) du- | Î0) R}(x) de 
n n 


ge R R 


= J f(x) Rf(x)dx Ifl, Rf 


R"” 


La dimostrazione sarà completata se proviamo che 
1.48 Rf, sC fl. , fetP(r”). 
(1.48) RAI $C,,n WI; (g") 


Introduciamo il nucleo 
(1.49) K_(x) "E, |x! du (2r|x]) » 2eGC; 


dove c, è una funzione di z che si determina in maniera opportuna. Definiamo una 


famiglia a un parametro di operatori mediante la formula 


(1.50) Rf = K_af zec. 


Osserviamo che (1.28) dà (se DA = 2r) 


c 
2 DN 
(1.51) KO) si > du(x), 
e quindi 
“o 
(1.52) RoÎ = K * f= Zr Rf. 


"Tai) s Rez > -1, 


mis 


n-l 
“ a 
(1.54) (x) = (enel J (1-55)? I, (2vlx|s)s" ds. 
Do) 271 


Ora vale la seguente formula (cfr. [GR], p. 688) 


EM, ia) 


(1.55) Fi s*1(1-55)? 9 (as)ds = 2°r(241) 
° v î vtz+1 


(o) 


se a>0, Rev>-1, Rez>-1. 
Se in (1.54) prendiamo v = È - 1, a = 2r|x|, (1.55) da 


(1.56) f(x) = n° |x| J (2r|x|). 
z +2 


71271) 


nNi3S 


Se perciò prendiamo c, 
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in (1.49) abbiamo dimostrato che 
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(1.57) K, = h,_ 


Ora usando la (1.56) si può dimostrare che la (1.50) definisce una famiglia a- 
n-1 
2 
Teorema d'interpolazione di Stein sono verificate (cfr. Teorema 4.1, p. 205 


nalitica di operatori sulla striscia {- < Rez < 1}, e che le ipotesi del 


in [SW]). Supponiamo d'aver provato 


(1.58) 


Ora 
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Per il Teorema di Stein sopracitato 


(e 
id r n 
Ro a R:L>L 
con 
1.10,08.)-8-_m3_.1 
r 1 2 2 2(n+t1) p 
1 it i 
r'2(n+1) p! 


Allora esiste C = S, à > 0 tale che (1.48) valga. La dimostrazione sarà perciò 


completata se proviamo (1.58). Ora per la (1.56) e la (1.14) si trae 


= eL(R) , yeR 
si pi A RL . 


D'altra parte per (1.2) e (1.53) 


RR g;flo = Rigi 1, I; 1, $ CAF, = ci. 


Vale quindi (1.58). 


A questo punto sostiamo un attimo per riassumere i risultati finora 
discussi. In dimensione due il problema della restrizione della trasformata di 
Fourier è completamente risolto, v. Proposizione 1.3 e Teorema 1.4. Se n=3 il 


+ 
problema è completamente risolto se lsps ant) e q=2. A quanto mi risulta 
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il seguente problema è ancora aperto. 


io EMIL) RA] sw de 
Problema 5. Sia n43 <pe< ni Provare che se q = p n+l ? 


allora esiste A = A i tale che 


(1.59) [fl s 
1%") LP(R") 


2(n+1) 2n 
felP nt3 ò ntl P .— non c'è restrizione 
iene ANNAANA nn 
A 
p 2 
1 f|gn-1 € L problema 2 
aperto 


Riguardo al Problema 5 sono d'obbligo alcune osservazioni. La dimo- 
strazione del Teorema 1.5 si basa pesantemente sulla (1.47) che fa uso delle 
proprietà pà della trasformata di Fourier. Un altro strumento chiave è la (1.48), 
che viene di solito chiamata Lemma di Tomas-Stein. Quest'ultimo è stato di re 
cente ripreso da C. Sogge e migliorato dal punto di vista delle applicazioni del 
lemma stesso. Prima di enunciare il risultato di Sogge osserviamo che uno scam 


bio d'integrali permette di riscrivere l'operatore R definito da (1.46) come 


(1.60) Rf(x) 


Jen f e TR dy 
R gnel 


w li Polizze TA 
ghel 


Allora vale il seguente (cfr. anche [CS], [F]; e [Bo1) 
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Teorema 1.6. (cfr. [So], ). Sia 1<p< Sa e q= p'= n, Allora esi- 


ste una costante € = Gi a > 0 tale che 


9 


(1.61) tf if etti 4271, )du]Tdx}9 = CHI , feto. 
no %n-1 LP(R") è 
R S 
+ 
Notiamo che se 1lsps Anali il Teorema 1.6 implica maggiore sommabilità della 
(1.48) per l'operatore di Tomas-Stein R in quanto q = p' nil dpi 


Suì risultato di Sogge, e la sua connessione con problemi relativi 
a equazioni alle derivate parziali (cfr. [S0],) torneremo più avanti. Come ab- 
biamo già notato la possibilità di avere un risultato di restrizione per la 
trasformata di Fourier è legata alla presenza di curvatura. I rapporti fra a- 
nalisi armonica e curvatura costituiscono un campo d'indagine affascinante e 
ricco di problemi aperti. Mi limiterò nel seguito a dare alcune indicazioni 
dei risultati esistenti connessi al problema della restrizione, rinviando al- 
la bibliografia per uno studio più dettagliato. Se dw rappresenta la misura 
su s""1 abbiamo visto (v. (1.28)) che 

n 


Pas -3t1 
dw(x) = (27) |x| J (2r|x}) 


e quindi (v. (1.4)) 


nel 


(1.62) 1) = ochel 2) per |x+te 


PIC : 
Il comportamento asintotico di dw gioca un ruolo chiave nella prova del Teore- 


ma 1.5 ed è determinato dalla curvatura di gel, 


In generale, si può conside- 
rare un dominio limitato e convesso D con frontiera sufficientemente regolare 


aD. Supponiamo che do sia la misura superficiale su 9D e definiamo 
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(1.63) A fera : 


[©] 


tia Sogn Ra, 


aD 
Sia P la funzione supporto di D, cioè 


(1.65) P(x) = sup <x,E> . 
ge D 


Se K(E) denota la curvatura Gaussiana di 9D in £€9D, per x = rw (r = |x|, 


& a) ; 
wi [x] poniamo 
ara Ls n 
(1.66) pp(x) s (2) \x| K(w) 2 ereri(P(x)- 8) 


Allora in [H] Herz ha dimostrato il seguente 


Teorema 1.7. Sia D un dominio limitato e convesso con frontiera 93D 
7 m n-1 ; ; 
di classe C, dove m = 7 + 4], e tale che la sua curvatura Gaussiana sia 


strettamente positiva. Allora quando |x|+t® valgono le stime 


nil 
A - LD 
(1.67) = dolx) = op(x) + pp(-%) + 0(x| ) 
nil 
£ A - 2 
(1.68) (2ri|x|)dv(x) = pp(*) - ppl-*) + 0(|x| ) 
Si noti che se x è la funzione caratteristica di D, allora dv = LA e (1.68) di 


ce che 
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(1.69) (x) = o(jx| 7°) se |x|+to. 


La (1.69) è quantitativamente simile al caso in cui D = B(0,1), si veda (1.42). 


Nelle stesse ipotesi su D Littman ha dimostrato in [L]. 


Teorema 1.8. Se in ogni punto di 9D k delle curvature principali 
sono strettamente positive allora 
k 


(1.70) x) = o(|x] 2). 


Risultati più sofisticati si possono trovare nei lavori [R]},2 e 
[Sv]. In questi si studia la continuità in LP di certi operatori massimali le- 
gati alla trasformata di Fourier della funzione caratteristica Xp sotto oppor- 
tune ipotesi di integrabilità della curvatura Gaussiana di aD. Nel 1977 R. Stric- 
hartz in [St] ha esteso il Teorema di Tomas-Stein a un'arbitraria superficie 
quadratica S in R". Per descrivere il risultato di di Strichartz sia P(x) un 


polinomio di secondo grado in R" a coefficienti reali e sia reR. Poniamo 
n 

S = {xe R'|P(x) = r} 

Mediante una trasformazione affine S si può ridurre a uno dei tre casi seguenti 
2 2 
= = Uta + » 2... P 

(1.71) S LA x x x ic} 

con a,b interi non negativi e a+tb = n-1; 

2 2 


= al 2 
(1.72) S= % + n RK Reg 136 x 4)» 


dove a,b sono interi positivi e atb = n 
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(1.73) Sato tai Sa LU = 1}, 


con atb = n , afo0. 


Allora vale il seguente 


Teorema 1.9. (cfr. [St]). Condizione necessaria e sufficiente perché 


valga il seguente risultato di restrizione 


1 
p 2 2 
(1.74) (1#C8) dote s ANIA no FELPR"), 
S Ps LP(R ) 
è che: ps= anti) nel caso in cui S è come in (1.71); p = i se nz3 e S 


è come in (1.72); 
(i)  1sps 2(n+1) se a=n, b=0 e S è come in (1.73); 


n+3 


(ii) n23, a70, b#0 e S come in (1.73), allora 


2n Mi). 


nt2 *P3 n43 


(iii) n=2, a=b=1, S come in (1.73), allora 


1<ps 


mia 


La dimostrazione del Teorema 1.9 ricalca quella data sopra del Teo- 
rema 1.5, e si basa su formule esplicite per la trasformata di Fourier della 
misura indotta do su S, cfr. [GS]. In [St] vengono anche presentate alcune ap 
plicazioni del Teorema 1.9 al problema di Cauchy per alcune equazioni d'evo- 
luzione lineari, quali l'equazione di Schròdinger con potenziale nullo, e la 


equazione di Klein-Gordon. Una discussione di queste è rinviata a una nota 
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successiva. 

Nel 1981 A. Greenleaf ha contribuito notevolmente a chiarire il le 
game profondo fra teoremi di restrizione e curvatura dimostrando il seguente 
(cfr. anche [M]). 


Teorema 1.10. (cfr. [G]). Sia SC R"(n23) una ipersuperficie C° e 
si supponga che in ogni punto di S almeno k delle curvature principali siano 


#0. Sia p= 2(k42) , allora se f€ LP(R") 


1 
(1.75) ARUGIETOlE 
S 


per una certa costante positiva C indipendente da f. 


k,n 
Si osservi che nel caso in cui S = gr, allora k = n-1. I] Teore- 
ma 1.10 ridà allora il Teorema di Tomas-Stein. In [G] viene anche evidenziato 
il ruolo che la curvatura gioca in un altro problema in analisi armonica con- 
nesso con quello della restrizione. Ritorniamo alla sfera pr in R°. Definia 


mo per f € c7(R") 


(1.76) M_ f(x) = il f(x-tu)dw. 


L'operatore massimale della famiglia Mi bo è 


(1.77) Af(x) = sup M.f(x) . 


vo È 


Si osservi che M. f(x) è, a meno di una costante dimensionale mol- 
tiplicativa, la media di f su una sfera di centro x e raggio t. In [S]3 Stein 


ha dimostrato il seguente 
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Teorema 1.11. Sia n23. Allora esiste una costante positiva A=A 


n,p 
tale che 
CC 
(1.728) AF] s Alf] > PEC (R); 
LP(r") LP(R") Ù 
se e solo se > -L 
RP? nel * 


La dimostrazione di questo Teorema è legato allo studio delle pro- 
prietà di continuità in LP di operatori di convoluzione i cui nuclei sono co- 


stituiti dalle funzioni h,» zeC, Rez > -1, introdotte nella (1.53). Il risul- 


tato di Greenleaf a cui prima si accennava, è il seguente 


Teorema 1.12. (cfr. [G]). Sia Sc R"(n23) una ipersuperficie C° e 
si supponga che in ogni punto di S almeno k=2 delle curvature principali sia- 


no # 0. Se 8,0%) = (+91 .,t8n Xn)» a;zl, è una famiglia di omotetie ani- 


1 
sotrope trasversali ad S, e si definisce 


(1.79) A(#)(x) = sup Sesso, 
090 S 


allora se p> Ri si ha 


©, N 
(1.80) TA,(f)I SALI nio» PEGI)» 


essendo A = A >O. 
panak 


La condizione di trasversalità di DA a S significa che l'applica- 


4 
zione (y,t)>s,(t) da SxR' a R"\{0} è un diffeomorfismo sull'immagine. Osser- 
n-1 ‘o k+1 _ n 


viamo che nel caso in cui S= S*, allora k = n-1 e quindi € n° Si riot 
tiene così il Teorema 1.11 di Stein. 
I Teoremi 1.11 e 1.12 sono strettamente connessi ai Teoremi di re- 


strizione 1.5 e 1.10, nonché al problema della sommabilità alla Bochner-Riesz 
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(le cuì implicazioni sono in questa nota già apparse, anche se ciò non è sta- 
to detto esplicitamente). 

Una discussione, pur sommaria, dei legami a cui sopra s'è accenna- 
to e del problema della sommabilità ottimale alla Bochner-Riesz esula dagli 
scopi di questa nota. Mi limito a segnalare i recenti lavori [SoS] e [DR], 
nonché il meno recente [SWa], in connessione con i Teoremi 1.11 e 1.12. Si ve- 
da anche [S]y- 

Per quanto riguarda il problema della sommabilità alla Bochner- 


Riesz si veda [So], e [Bo]. 
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